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Punto de partida

= EL objetivo es aplicar la regla de resolucion para analizar la
satisfacibilidad de formulas de primer orden en forma
clausular.

= Ya vimos que para aplicar la regla de resolucion es
fundamental disponer de un literal en una cldusula que sea
“complementario” con otro literal de otra cldusula.

= Con cldusulas proposicionales esto era muy sencillo, pero con
cldusulas con variables la solucion es mds complicada.



Sustituciones

= Una sustitucion es una funcion finita de un conjunto de variables de un
lenguaje en el de términos. Se representa como o = {x1/t1, x2/%2, ..., xn/tn}
donde x1, ..., xn son variables diferentes y 11, ..., tn son términos.

= Un par xi/ti se denomina /igadura

= Una sustitucion que no sustituye ninguna variable se llama sustitucion vacia

(*)
= Una sustitucion que sustituye variables por otras variables se denomina
renombrado
Ejemplos: Ctes={a, b, c, d}, Var = {x,y, z, w}, Func = {f/1, h/2}
o al ={x/f(a), y/x, z/h(b)y), w/a}
o o2 ={x/a,y/a, z/h(b,c), w/f(d)}
o o3 = {x/y, z/w} (renombrado)
o A={x/x,yly, z/z}



Sustituciones

s Dada una sustitucion a = {x1/t1, ..., xn/tn}, se denomina
aplicacion de a a una formula F (o a un término t) a la formula
obtenida reemplazando simul/tdneamente cada ocurrencia en F
(o en t) de xi por ti, para cada xi/ti € .

= a={x/f(a), y/x, z/h(by), w/a}
= P(x,y, z) a = P(f(a), f(a), h(b,f(a))) incorrecto
s P(x,y, z) a=P(f(a), x, h(b)y)) correcto

m Una formula F' es instancia de otra F si existe una sustitucion
no vacia a tal que F' = Fa



Composicion de sustituciones

= Dadas dos sustituciones a = {x1/t1, ..., xn/tn} y p= {yl/sl, ..., ym/sm} su
composicion af se define eliminando del conjunto

{x1/11B, .., xn/tnp, y1/s1, .., ym/sm}
o las ligaduras xi/tip tales que xi = tip,
oy las ligaduras yi/si tales que yi € {x1,... xn}

= Ejemplo: o= {x/3y/f(x,1)}y B= {x/4}
o ap={x/3,y/f(41)}
o Ba={x/4,y/f(x1)}

= Propiedades de la composicion:

(Fa)p = F(ap)
(aB)y = a(By)

OA=Aa=a

af = pa

o 0O 0O O



Unificadores

= Una sustitucion o es un unificador de dos formulas A y B si Aa = Ba.. En
este caso se dice que A y B son unificables

= Ununificador a. de A y B se denomina unificador de mdxima generalidad
(umg) sii para cualquier otro unificador § de A y B existe alguna
sustitucion y tal que B=ay

= Sidos férmulas son unificables entonces tienen umg
= El umg de dos férmulas es Unico (salvo renombrado)
= Ejemplo:
o A=P(x, f(x,g(y)), z) y B=P(r, f(r, u), a)
o al={x/r,u/g(y), z/a} y a2 = {x/a, r/a, y/b, u/g(b), z/a}
a Aol =Bal =P(r, f(r, g(y)), a)
2 Aca2 = Ba2 = P(q, f(a, g(b)), a)
o oaly a2 sonunificadores de Ay B, peroal eselumgde Ay B
a y={r/a,y/b}, 02 =aly



Algoritmo de Unificacion

Sean A y B dos datomos con el mismo simbolo de predicado:
(1) a=x\
(2) Mientras Ao = Bao:

(2.1) Encontrar el simbolo mds a la izquierda en Aa tal que el simbolo
correspondiente en Ba sea diferente

(2.2) Sean t,y t; los términos de Aa y Ba que empiezan con esos
simbolos:

(a) Si ni t, ni t; son variables o, si uno de ellos es una variable
que aparece en el otro = terminar con fallo (A y B no son
unificables)

(b) En otro caso, sea t, una variable = el nuevo a es el
resultado de oft,/t;p}

(3) Terminar, siendo a. el umgde Ay B



Algoritmo de Unificacion

= Ejemplo: A =P(x, x) y B=P(f(a), f(b))

o A o Ba (Ta. 1)
A P(x, x) P(f(a), f(b))  (x.f(a))
{x/f(a)} P(f(a), f(a))  P(f(a). f(b))  (ab)
Fallo & Ay B no son unificables

= Ejemplo: A =P(x, f(y))y B =P(z, x)
a A a Ba (t4, tp)
A P(x, f(y)) P(z, x) (x,z)
{x/2} P(z, £(y)) P(z, 2) (f(y).2)

{x/f(y), z/f(y)} P(f(y). f(y)) P(f(y), f(y))

2 Ay B son unificables y su umg es {x/f(y), z/f(y)}



Resolucidon con variables

= Regla de resolucién con umg: SeanlL;v ..vL,vCy-L/v..v-L vC
dos clausulas, donde todos los L;; son literales con el mismo simbolo de
predicado. Puede deducirse una nueva cldusula (C; p; v C, p,)B, llamada
resolvente, donde

a p; Y P, Son renombrados de todas las variables de cada cldusula que
garantizan la no repeticion de nombres entre ellas

o Besumgde{l,;py, .. L,p1 Lips,.... Ly P2}

= Laregla de resolucion con umg se apoya en una version de la regla de
factorizacion para LPO: Dada una cldusulaL; v .. vL, v C, siendo L4, ..., L,
literales con el mismo simbolo de predicado, puede deducirse una nueva
cldusula L v Cp donde

o P esunificadordel,, .., L,
o L=Lp=..=Lp
El literal L se denomina factordelL,v ..vL,vC



El Método de Resolucion con UMG

m El método se basa en la aplicacion sucesiva de la regla de resolucién con
umg, definiendo lo que se conoce también como procedimiento de
saturacion.

m Procedimiento de saturacidn: Sea C un conjunto de cldusulas
1) SeaS;=Cyn=0
2) Sill €S, Ces insatisfacible
3) Construir S,,; = {resolventes de Cly C2 / C1€ (5, U ..U S,), C2 € S, }
4) Si S,,1=J0S,,;CSyU ..US,=> Ces satisfacible
5) Hacer n = n+ly repetir desde 2)

B El paso 3) requiere considerar todos los posibles factores F, de
predicados distintos, de las cldusulas C1y C2 sobre los que se pueden
resolver ambas cldusulas con el umg que da F

B Este procedimiento genera todosy sdlo los resolventes posibles a
partir de un conjunto de cldusulas



Resolucidon con variables

= Pueden construirse drboles de resolucion en los que los resolventes de
cada dos cldusulas se obtienen en un paso de resolucion con umg

= Por cada paso de resolucidn en instancias bdsicas puede definirse un paso
de resolucién con umg

Ejemplo: Cy: =B(x,f(y)) C,: B(a,z)vC(z) Cs5 B(bw)v-C(w)

~B(x.,f(y)) B(a,z) v C(2)
\ M 2/F(y)}
C(f(y)) B(b.w) v -C(w)
\ M‘(y)}
B(b.f(y)) ~B(x"f(y))

Arbol de resolucic'm\[| A/b, vy}

con umg



Resolucion con variables

m El método basado en la regla de resolucion con umg es correcto

QO Si por su aplicacién deducimos [0 , entonces el conjunto inicial de cldusulas es
insatisfacible (demostracion en el anexo al final del tema).

El método basado en la regla de resolucion con umg es completo

Q Siel conjunto inicial es insatisfacible, entonces podemos asegurar que con la
aplicacién sucesiva de la regla de resolucién llegaremos a deducir la cldusula
vacia (demostracion en el anexo al final del tema).

m Un conjunto de cldusulas es insatisfacible sii se puede deducir 0 a
partir de él por resolucion con umg

(demostracion en el anexo al final del tema).



Anexo: Correccion de la resolucion con umg

m  Correccion de la regla de resolucién con umg: La estructura deductiva [Vx;...x
(Lyv... v Lyv Cp), Yyiy (=L viv =LV €)1 | =V z,...2(Cip; v Cop,)P es correcta

P

o siendo X;...Xp, Y1..Yq Y Z;...Z,. todas las variables de las respectivas clausulas
a Py p renombrados de X;...X, Y y;...Y, respectivamente y
a ﬁ es Umg de {Ll P1seees Ln P1, Ll' P2,eee,s Lm pz}

Demostracion:

Lo Vxp.xy(Lyv...vL,vC) Hipotesis

2. Vyr.yo(-L{ v..v =Ly v G) Hipotesis

3. Fv.n.vFVvE Sustitucion u/t; tal que L, = L; y renombrado de variables
4. -Fv.m.v-FvE Sustitucion v;/1; tal que L; = L|'y renombrado de variables
5. Fv E Intercambio F v F por F (Idempotencia) (n-1 veces)

6. -FvE, Intercambio —-F v —=F por -F (Idempotencia) (m-1 veces)
7. E;vE, Corte

8. Vz,..z.(C; v C)) Generalizacion



Anexo: Completud de la resolucion con umg I

= Lema de elevacidn: Si B es resolvente de B, y B,, ambas instancias bdsicas de
C,y C,, respectivamente, entonces

a

a

Existe una cldusula C tal que B es instancia bdsica suya

C resulta de un paso de resolucion entre copias de C; y C, sobre un literal L, factor
Comdn a ambas: Cl = Ll V...V Ln \" Dl, CZ = _‘LIIV...V _'Lm' \" Dz, C = (Dlpl v szz)a, *al que
P1Y P, son renombrados y 6 es un umg: {Lip;...L,p:}0 = {Li'p,..L P30 = L

s Demostracion:

1.
2.
3.

ExistenBi=Fv..vFVvE yB,=-Fv.v-FvE,talqueB=E;VvE,

Existen oy, 0,, Rango(o;)=Rango(c,)=< (e.d. sin variables) tal que: C,04= B; y C,0,= B,
Existen o' y py, tal que Cip,0, = C;0,Y p; s un renombrado de todas las variables de
¢

Existen o,  y p,, tal que C,p,0, = C,0, Y p, es un renombrado de todas las variables
de C, sin variables compartidas con p; (e.d. Rango(p,) N Rango(p,)=9)

Cip107 = Cip4(0y'0,"), pues Cipq(04'0,") = Ci(p107)0," (asociatividad) = C;p;0;', dado que
Rango(o;)=< (las ligaduras de o, son irrelevantes)

Cop20, = Copa(0107), pues Cop,(01'0,) = Co(p201)0, = (€2p201)0, Y €op,01 = Cop,,
pues Rango(p,) N Rango(p;)=< y Dominio(o;)=Rango(p,) (las ligaduras de o, son
irrelevantes)

Sea 0 = 0,0, 0 es una sustitucidn bdsica pues o,y o, lo son



Anexo: Completud de la resolucién con umg IT

=  Demostracion del lema de elevacidn (continuacion):

8. Blzclplﬁz(LIV...V Ln v Dl)p10=L1p10 V...V an10 v D1p10=F V..V F v E1 Y BZ:CZpZO:
(_'LIIV...V _‘Lm' \' Dz)pz(j: _'Ll'pzo V...V -Lm'pZG \' D2p20: -Fv.v-Fv EZ

9. {Lipy,...Lppo = Fy {=Lip,,....mL poyo = =F, luego {L;ps,...L,p1.L1'P2.... L1y P2}O=F
10. Si {Lyp4,....LyP1.L1'P2.... Ly P2} €5 unificable, existe un umg 6 para este conjunto
11. Sea L = {Lypy,...Lo1.L1' P2, L1y P23O, luego L es factor de Cip; y Cop,

12. Si 6 es umg y o un unificador cualquiera, existe o tal que 6 . = ©

13.B = E; v E; = Dyp10 v D2pp0 = (Dypy v D2p2)o = (Dypy v D2p2)ow

14. Sea C = (Dyp; v D,p,)0, entonces B = Cw y Cw es instancia bdsica de C pues 6 o w =
Oy O es una sustitucion bdsica.



Anexo: Completud de la resolucién con umg IIT

m Lema: Siun conjunto C de cldusulas es insatisfacible, se deduce de él 0 por
resolucién con umg

1. SiCes insatisfacible, entonces de un conjunto de instancias bdsicas suyo se deduce
0 por resolucidn

2. Existe un drbol de resolucion de I con profundidad n

3. Si n=1la resolucion entre instancias bdsicas permite definir un paso de resolucion
con umg entre cldusulas de C (Lema de elevacién)

4. Sins1, existe un conjunto de resolventes R de cldusulas de C, tal que C U R tiene un
drbol de resolucién de  con profundidad n-1:

= Para cada paso de resolucién de nivel 1, sean B, y B, instancias bdsicas de cldusulas C; y C,
de C las que se resuelven dando B

m Existe un paso de resolucién con umg entre C; y C, con resolvente RC tal que B es instancia
bdsica de RC (Lema de elevacion). Sea R el conjunto de dichas cldusulas RC.

m Si se eliminan todos los pasos de resolucion que dan instancias B, los nuevos nodos de nivel
O serdn instancias bdsicas de R o de C.

= El conjunto C U R tiene un drbol de resolucion de 0 con profundidad n-1

5. Para el nuevo conjunto C' = C U R, si n-1=1 se deduce 0 por resolucion con umg (por
3). Si n-1>1, existe un conjunto de resolventes R’ de cldusulas de C', tal que C' U R’
tiene un drbol de resolucion de 0 con profundidad n-2

Y asi sucesivamente. Por tanto:
6. Del conjunto C se puede deducir 0 por resolucion con umg



Anexo: Completud de la resoluciéon con umg IV

Teorema: Un conjunto de cldusulas es insatisfacible sii se deduce
de él 0 por resolucion con umg

= Si el conjunto de cldusulas es insatisfacible entonces se deduce de él
0 por resolucion con umg (lema anterior)

< 1.C |—0 aplicando la regla de resolucién con umg

2. La regla de resolucién con umg es una regla correcta de deduccion,
luego si C | —0 entonces C |=0 (teorema de validez)

3.0 es falsa en cualquier interpretacion
4. C no puede ser verdadero en ninguna interpretacion

5. C es insatisfacible



